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Statistische Afdeling
Overzichtsrapport

(s 57 (0 2))
door

Ph. van Elteren

Over bacteriologisch wateronderzoek

volgens de verdunningsmethode.

1. Inleiding.

De verdunningsmethode (Eng.: dilution method) is een
vorm van bacteriologisch onderzoek, die vaak gebruikt wordt
om het gehalte aan coli-bacterién van water te bepalen. Men
neemt daartoe een aantal monsters van het te onderzoeken
water en ent deze op voedingsbodems, die veoor de ontwikke-
ling van coli-~bacterién gunstig zijn. Bij de ontwikkeling
van coli-bacterién in een dergelijke voedingsbodem treedt
een gisting op, welke gemakkelijk waar te nemen is. Men
veronderstelt, dat er dan en slechts dan gisting optreedt
in de voedingsbodem als het geénte monster één of meer coli-
bacterién bevatte. Zulk een monster noemen wij positief en
een monster dat geen gisting veroorzaakt (derhalve geen coli
bacterién bevat), negatief. Het schijnt mogelijk te zijn,
det de coli-bacterién kolonién vormen in het water. Deze
kolonién zijn bij deze methode niet te onderscheiden van een
enkel individu. Er bestaat bovendien de mogelijkheid dat
de kolonién uiteenvallen. Wij zullen ons met de moeilijk-
heden, die hieruit voortvloeien, niet bezig houden, omdat
zij meer op bacteriologisch terrein liggen.

De experimentele gegevens, voortvloeiend uit een onder-
zoek volgens de verdunningsmethode zijn dus:

1e, De volumina van de gebruikte monsters.

Wij verstaan onder het volume van een monster het vo-
lume van het onverdunde te onderzoeken water dat in het

monster aanwezig is en dat dus, eventueel na verdunning,
op een voedingsbodem geént wordt.

Al naar gelang het doel van het onderzoek en de voor-
kennis die men omtrent het resultaat heeft werkt men met
monsters van één volume v of met monsters van meerdere vo-—
lumina Vs Voseoos Voo waarbi] m het aantal verdunningen

genoemd wordt. In het laatste geval gebruikt men gewoonlijk

gelijke aantallen monsters van ieder volume, terwijl de
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volumina een meetkundige reeks vormen. De reden a van deze
reeks heet de verdunningsfactor.

2e. Voor ieder der m gebruikte verdunningen met monster

volume v, (i =1, 2, «..y m).
a) Het totale aantal n, der gebruikte monsters van deze

verdunning.

b) Het aantal daaronder prositief bevonden monsters Py

Men tracht aan deze experimentele gegevens een inter-

pretatie te geven in de vorm van een schatting van p , het
3

aantal coli-bacterién per cm” in het onderzochte water in

onverdunde vorm, (Wij zullen dit aantal coli-bacterién kort-
weg de coli-dichtheid van het onderzochte water noemen).

Dit overziéhtsrapport is een samenvatting van de litte-
ratuur betreffende de verdunningsmethode, voorzien van een
kritiek welke onmiddellijk op beschouwingen en resultaten
uit de litteratuur betrekking heeft.

In paragraaf 2 zullen wij de vergelijking afleiden,
waaraan de zogenaamde aannemelijkste schatting van de coli-

dichtheid voldoet. De afleiding komt in grote lijnen overeen
met de afleiding van H.O.HALVORSON en N.R,ZIEGLER (1933,

zie [10]1)). Zzij berust op de maximum-likelihood-theorie

van R.A.FISHER en is door Fisher in principe reeds gegeven
in zijn eerste publicatie over genoemde theorie (1921, zie
[5]). De vergelijking zelf komt reeds voor bij M.GREENWOOD
en G.U.YULE (1917, zie [3]). Wij zullen aangéven hoe deze
vergelijking wordt opgelost en welke tafels er voor de op-
lossing bestaan.

In paragraaf 3 bespreken wij een aantal andere in de
litteratuur voorkomende schattingsmethoden, wasronder de
historisch interessante methode van M.H.Mac CRADY (1915,
zie [1]), de veel toegepaste tweede methode van FISHER [ 5]
en de grafische methoden van Ir K,W.H.LEEFLANG [25] en van
Dr Ir J.H.HASPERS [28].

In paragraaf 4 behandelen wij tenslotte een aantal on-
derwerpen, betrekking hebbende op de nauwkeurigheid der

schattingen, zoals de spreiding van de aannemelijkste schat-
ting, ([5],(9],{18?), variatie-co8&fficiénten ([11], [12]) en
de constructie van betrouwbaarheidsintervallen ([16}, EKﬁ,

TR o st T G SO R U D R D G I S

1) Nummers tussen vierkante haken verwijzen naar de littera-
tuurlijst (Bijlage I), nummers tussen ronde haken naar
formules in de tekst,
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Enige bijzondere kwesties, die naar aanleiding van
dit litteratuuronderzoek door het Mathematisch Centrum na-
der onderzocht zijn, zullen in een afzonderlijk rapport
worden behandeld. Hieronder valt een onderzoek van de "een-
voudige rekenwijze" van Dr Ir J.H.HASPERs; de nauwkeurig-—
heid van de aannemelijkste schatting bij experimenten met
monsters van gelijk volume en een verhandeling over norm—
voorschriften.

2. Aannemelijkste schatting van de coli~dichtheid.

Verdeling van de aantallen coli-bacterién per monster.

3

Stel wij onderzoeken V cm~ water, dat €>.V coli-bacte=-

3)
, kortweg & —deeltjes, die hetzij coli-

rién bevat ( Fl coli-bacterién per cm”), die ieder een volu-

me hebben van & cm”
bacterién zijn, hetzi] bestaan uit water.

Trekt men nu een € —deeltje uit V cmB, dan is er een
bepaalde kans dat dit een coli-bacterie is. Wij veronder-
stellen nu dat deze kans overal in de onderzochte vloeistof
even groot is, dus gelijk is aan EVX =€£ omdat erfv colim

&
bacterién in het water zijn en in totaal g: é-deeltjes,

Neemt men nu een monster van v cm3, dus g E—-deeltjes,
dan is de kans dat hierbij N coli~bacterién zullen zijn
volgens Bernoulli gelijk aan:

N i-
(1) P[d=H}-C§§e£(~w).

N

Dit geldt strikt genomen alleen, indien men % & —~deel-
tjes afzonderlijk trekt met teruglegging. Als v zeer klein

is in verhouding tot V, hetgeen in de litteratuur (al dan
niet stilzwijgend) steeds ondersteld wordt, kan men formule

3

(1) ook gebruiken voor monsters van v cm”, die in hun geheel
uit het water genomen zijn. |

Men heeft hier te doen met een Bernoulli-verdeling,
waarvan het aantal termen % zéér groot is, terwijl het ge-
middeldeﬁﬁz%.ei =pv klein is. Wij kunnen deze Bernoulli-
verdeling dus vervangen door een Poisson-verdeling van de

vorms:

N
(2)  P[N=N]=(@ e ",
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Derhalve geldt:

(3) Ply=oj=e .

Derhalve is de kans, dat een monster positief is, dus

dén of meer coli-bacterién bevat:

(4) P(N>0]s1-e""¢ .

2.2 Aannemelijkste schatting van de coli-dichtheid bij broeven

met één verdunning.

Stel wij nemen n monsters van v om3 uit water dat e

3

p monsters positief en g=n-p negatief zullen zijn, volgens

coli-bacterién per cm” bevat, dan is de kans, dat hiervan

de verdeling van Bernoulli: p 9
(5) Plpepl=(F)(1-¢7"%) (e7v)".

Stel nu, dat wij een experiment met n monsters van v
cm3 hebben gedaan en dat » monsters positief en q negatief
bleken te zijn. De aannemelijkste schatting (maximum likeli-
hood-estimate) volgens Fisher van € , is nu het getal ?,
dat gesubstitueerd voor @ in (5), Pfgzpj maximaal maakt. We
kunnen T het gemakkelijkst vinden door de logarithmische

afgeleide van P[E=pﬁ naar e gelijk te stellen aan 0, en uit
de verkregen vergelijking Q op te lossen. Men vindt zodoende

A..-‘ 3-

N.B.: Als g=0 is, levert deze formule ?zoo, als g=n is,
?:O. Deze resultaten zijn zeer onbevredigend, in feite kan
men in de gevallen g=0 (alle monsters vositief) en g=n (geen
enkel monster positief) geen bevredigende schatting van‘?
geven, omdat men dan kennelijk een te“groot resp. te klein
monstervolume gekozen heeft. Wij spreken in deze gevallen

van een ongedetermineerd resultaat.

2.3 Aannemelijkste schatting van de coli-dichtheid bij proeven

met verschillende verdunningen.

Stel wij nemen nu monsters van m verschillende volu-
- mina en wel n, monsters van volume Vs 1o monsters van vo-
lune Vo etc. t/m nm nmonsters van volume Vo alle uit water
met coli-dichtheiil@ . De kans, dat het volgende resultaat
optreedt:
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volume Vi Py monsters positief, aq = N4 = Dy negatiéf

" ] ] — - 1"

V2 Po » Ao = Iy = P
{ ¢ : : it 11 : 11

_ : 3 _

(7) vi E)i 4 q~1 - nl S
" : : ] " . — - #

\ Ym Pn R

is dan:

n
(8) P[E1=P1:~° ','DEMGPMA}-:II;@PfEi:Pij:
Pi Qu
= ™ _ oo vi€ -vie
PIRSYICE ? (7).

We kunnen nu, gegeven het proefresultaat (7), wederom
de aannemelijkste schatting van e bepalen, Daartoe zal men
de waarde van.p moeten zoeken waarvoor de waarschijnlijk-
heid van het proefresultaat (7), derhalve de uitdrukking
(8) maximaal wordt,

Door de logarithmische afgeleide van deze uitdrukking
gelijk te stellen aan nul, vinden wij, dat de aannemelijk-
ste schatting r van.? moet voldoen aan de vergelijking:

(9)

w ]
5 PV e §ruw .
(Ga) iup"i-e"' '

Ook hier treedt de mogelijkheid van een ongedetermi-
neerd resultaat op. Als alle monsters positief zlgn (p =1
voor i=1,2,......eom) blijkt uit (9a) dat slechts T=oo vol—

doet, als alle monsters negatief 213n (p =0 voor i=1,2,...
«®m) voldoet slechts de waarde 2=0.

Als slechts bij één verdunning vositieve monsters oD-

treden (b.v. pizo voor i 2 1, Py £ 0), kan men 7 explicied
uit vergelijking (9) oplossen:

m
~ 2NV,
(1) F= el (Zie [23])
1
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2.4

Het is duidelijk dat formule (6) een bijzonder geval
is van formule (10).
Indien bij meerdere verdunningen positieve monsters
. : AL —
optreden, zal men voor de berekening van r uit vergelijking
(9) zijn toevlucht moeten nemen tot een iteratieproces.
Hierop komen wij terug in 2.5.

Enige opmerkingen betreffende de afleiding van vergelijking

£9).

De in 2.3 weergegeven afleiding van vergelijking (9)
komt, behoudens de notatie, in grote lijnen overeen met de
afleiding van H.O.HALVORSON en N.R.ZIEGLER (1933, zie [10?)
R.AFISHER leidt in zijn eerste publicatie over de theorie
van "meximum likelihood" (1921, =zie [5)) met behulp van
deze theorie reeds een vergelijking af, die, zoals wi]
zullen aantonen, overeenstemt met vergelijking (9).

In de notetie van FISHER wordt de coli-dichtheid voor-
gesteld door de letter n, terwijl de monster-vo%umina een
meetkundige reeks 1 vormen (£=1,2,...,N); p=€ &% is de

.
kans dat een monster van volume JE negatief is (vergelijk
a

(3)) en g=1-p.

Fisher komt tot de conclusie dat de aannemelijkste
schatting 2 van n, de oplossing naar n is van de vergelij—
king:

(11) Sx(]"P)"sz(%]"P):O »

waarin 51 sommatie over de negatieve, S2 sommatie over de
positieve monsters voorstelt.

Indien wij overgaan op onze notatie, door te substitu-

1 A lal . .

eren: — = V., I = I €N aannemen, dat er Py positieve en
a 2

Ay negatieve monsters zijn met volume Vo dan gaat de ver—

Py

gelijking (11) over in: ~
e~ %

1=-€

=0 ,

A"Z’ “E.
-pr v, « T V. ~
x=qu 3 XaiF& X TV,

welke vergelijking aequivalent is met vergelijking (9).

De schatting, die uit formule (9) volgt wordt in de
litteratuur vaak het "waarschijnlijkste aantal coli-bacte-
rién" (Most probable number of B.coli) genoemd. Deze bena-
ming is een overblijfsel uit de tijd, dat men dit probleem
behandelde met de methode der inverse waarschijnlijkheden
(gebaseerd op het theorems van BAYES). Men gaat daarbij uit

van de veronderstelling, dat, a priori, alle waarden van.f

tussen O en een zeker maximum even waarschijnlijk zijn.
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Daarmee bepaalt men de voorwaardelijke waarschijnlijkheids—
verdeling van e bij gegeven resultaat van een vroef, De
waarschijnlijkste dichtheid is dan de modus van deze verde-
ling. Tegen deze methode hestaat het bekende bezwaar, dat
iedere veronderstelling over een a priori-verdeling van
groctheid, doch

[

e zinloos 1s, omdat @ geen stochastisch
een onbekende parameter is.

M. GREENWOOD en G.U.YULE hebben reeds in 1917 volgens
de inverse methode een vergelijking voor de "waarschijn-
lijkste dichtheid" van de coli-bacterién afgeleid (zie [3]).
Deze vergelijking is dezelfde als vergelijking (9). Mede
door deze toevallige overeenstemming is de verouderde bens—
ming waarschijnlijkste dichtheid i.p.v. aannemelijkste
schatting van de dichtheid, in zwang gebleven. Oock na het
verschijnen van de publicatie [5] van FISHER blijven vele
schrijvers voor de afleiding van vergelijking (9) naar het
artikel [3] van M.GREENWOOD en G.U.YULE verwijzen (o.a.
J.K.HOSKINS in [13]).

Berekening van de aannemelijkste schatting.

In de litteratuur vindt men bij H.0.HALVORSON en
N.R.ZIEGLER (10}, J.K.HOSKINS [14)] , S.SWAROOP (18 en
R.POMERCY [23] berekeningsmethoden, die in principe alle
neerkomen op het oplossen van de vergeliiking (9) door
middel van "trial and error". Dit wil zeggen: men substi-
tueert voor de onbekende een aantal in aanmerking komende
wearden en kiest hieruilt als benaderende oplessing die
waarde, waarvoor het wverschil tussen linker en rechterlid
in absolute zin het kleinst is. Indien men bijvoorbeeld
T in 3 decimelen nauwkeurig uit (9) wil bepalen, zal men
een reeks waarden substitueren, die 10-3 verschillen, Daare
bij gaat men van tevoren na in welke buurt 7 moet liggen,
bijvoorbeeld door"eerst met behulp van formule (6) te
schatten uit het resultaat van een verdunning, waarbij zo-
wel positieve als negatieve monsters zijn opgetreden (zoals
in § 4 zal blijken, kunnen wij hiervoor het beste een ver-—
dunning kiezen waarbij 60 & 80 vrocent van monsters posi-
tief is). ’

Men treft in de litteratuur uitvoerige tabellen aan,
om het aan deze methode verbonden rekenwerk te verlichten.
HALVORSON en ZIEGLER geven in (10] tabellen van de functie
e™®, te gebruiken voor berekeningen met Formule (6), en
tabellen van de functie

voor de oplossing van verge-

-

1-e™%

lijking (9a). HOSKINS geeft in [14] tabellen van ke

ex~1
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als functie van k en A en SWAROOP in [18] tabellen van

1
B = -——— voor x=1,2,3; n=1,2,..., 1000,
/105,

Men heeft ook getracht het oplossen van vergelijking
(9) te vereenvoudigen, door deze vergelijking in een andere
vorm te brengen. POMEROY (zie (23]), voert in de formule

het totale volume van de positieve monsters A ._Z' Piv:i. an.
het totale volume van de negatieve monsters, Be= Zq vy ini=1

Formule (10) gaat dan over in T = lny en indien men slechts
bij twee verdunningen vositieve monsters aantreft is de ver-
gelijking van POMEROY wellicht iets eenvoudiger dan de ge-—
bruikelijke. Voor de oplossing blijft hij echter aangewezen
op de methode van "trial and error'.

Men kan de aannemelijkste schatting ® van 4 ook bepa-—
len door 1qde zogenaamde "likelihood-function':

L=lnf['gl=]°1,.... . Ema'}omjﬁ

m Vi s ~-Vi €
= const.x {'Ez p; log (1~e Vt?f)-;-ia q;leq € }

een aantal in aanmerking kom ende waarden voor'@ te substi-
tueren en als benadering voor r die waarde te nemen waar-
voor L het grootst is., Dit is dus ook een methode van
"trial and error", doch nu toegepast ov de "Mikelihood-
function" in plaats van op vergelijking (9). HOSKINS heeft
hiertoe tabellen vervaardigd van log(i-e =lo""e ) en

log e"‘10

‘¢ als functies van x en @ (zie [13]).

Pasklare tabellen van T vindt men in de artikelen £10]
en i14§ De tabellen van HALVORSON en ZIEGLER [10] nmebben
betrekking op experimenten, waarbij v1:10, v2=1, v3=0,1 en
n,=n,=n,=10, De tabellen van HOSKINS L141, die veel uit-
voeriger zijn, zijn bruikbaar bij dezelfde reeks van monster
volumina (103 1; 0,1) doch nu met n1‘,-_.5, n,E 5, n3§ 5, ter—
wijl tevens nog minder uvitgebreide tabellen voor de reeksen
(50, 10, 1) en (100, 50, 10) zijn opgenomen.

Wij wijzen er op, dat een tabel voor £ bij gegeven
Vqis Vo en vy even goed gebruikt kan Worden voor de bepaling
van kT bij gegeven kv1, kv2 en kva, omdat T in vergelijking

(9)uitsluitend in de combinaties rv (i=19240c.,m) Voorkomt,
Men kan dus met behulp van de tabellen uitd [101 T eveneens

bepalen indien b.v. v1=1OO, v2=10 en v3z1 is. Hiertoe be-
hoeft men de in de tabel gevonden waarde slechts door 10
te delen.
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2.6 Successieve approximatie der aannemeliikste schatting vol-

3.1

gens Finneve.

D.J.FINNEY heeft getracht een methode aan te geven,
waarmee men de aannemelijkste schatting van de coli-dicht-
heid, op principieel andere wijze dan hierboven, door suc-
cessieve approximatie zou kunnen bepalen (zie [273). Ziin
methode berust op de overeenstemming die er zou bestaan
tussen de vergelijking vootr de aannemelijkste schatting en
de minimum voorwaarde van de methode der kleinste quadraten
ter bepaling van een rechte regressielijn. Voor deze laatste
bepaling is door FINNEY in [27] een successieve approxima-
tie-methode ontwikkeld, waarbij echter verondersteld wordt,
dat de waargenomen punten een constante spreiding ten op-
zichte van de regressielijn hebben. De overeenkomstige
grootheid uit de vergelijking voor de aannemelijkste schat-
ting is niet constant. Hierdoor vervalt de theoretische
fundering van Finney's methode. Wij zullen deze methode,
die bovendien weinig minder omslachtig schijnt te zijn, dan
de berekening van T uit vergelijking (9) met "trial and

error", verder buiten beschouwing laten.

3. Diverse andere schattingen van de coli-dichtheid.

Schatting van Mac Crady.

M.H.Mac Crady gaat voor de afleiding van zijn schatting
uit van de volgende redenering (zie [1]). Stel men neemt
een steekproef, groot V cm3 uit het te onderzoeken water en
ent een monster van v cm3 uit deze steekproef op een voe-
dingsbodem. Bij het nemen van het monster bestaat een kans
1~%, dat een in de steekvroef asanwezige coli-bacterie, niet
in het monster terechtkomt. Indien er x coli-bacterién in
het monster zijn, is de kans dus (1 - ¢)*, dat het monster
negatief is. Deze uitdrukking gaat voor V—>»o0 over in e—QV
(aangezien.x:::?VW, hetgeen overeenkomt met vergelijking (3)
Mac Crady maakt deze overgang echter niet en werkt verder
met de kans (1 - %)X, waarbij hij een gedragslijn volgt,
die grote overeenstemming vertoont met de methode van de
aannemell jkste schattingen. Dit 1s merkwaardig in zoverre
de publicatie (17 stamt uit 1915, derhalve 6 jaren voor het
verschijnen van Fisher's eerste artikel over de theorie van
"maximum likelihood".

Mac Crady geeft alleen getallen voorbeelden van zijn
schattingsmethode. A,WOLMAN en W.WEAVER hebben aan de hand

van zijn theorie formules opgesteld voor het geval van 3
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verdunningen met verdunningsfactor 10 (zie [2]). De verkre-
gen schattingsvergelijking wordt zodanig vereenvoudigd, dat
zij de overeenkomstige vergelijking, vervat in (9), dichter
benadert. J.H.LINSCHOTEN heeft een nomogram vervaardigd,
waarmee men de vergelijking van WOLMAN en WEAVER in bepaalde
gevallen gemakkelijk kan oplossen (zie [8])). Verder vestaan
er tabellen van de schatting van Mac Crady1).

Bij de methode van Mac Crady wordt ondersteld, dat de
steekproef van volume V revresentatief is voor het reser-
voir, waaruit deze steekproef genomen is. Eigenlijk wordt
alleen het aantal coli-bacterién in V geschat. lMen zal dus
V groot moeten nemen, maar er is geen enkel nader criterium
voor deze grootte aan te geven, terwijl de uitkomsten nog
van V afhangen en wel meer naar mate V kleiner is. De li-
mietovergang voor V-» o0, die door alle latere schrijvers
is toegepast kan dus beschouwd worden als een verfectionne-
ring van de methode van Mac Crady en er igs geen reden deze
limietovergang niet uit te voeren.

3.2 Tweede schattingsmethode van Fisher.

In artikel [5] bespreekt.ﬁ A,FISHER nog een tweede
schattingsmethode. Hierbi] wordt de verwachtlng van het
totaal aantal negatieve monsters 'é Z. ai = §W e iﬂv‘
gelijk gesteld aan het werkelijk ﬂevonden aantal & 9;

Als schatting T van @ neemt men nu de oplossing vgg‘deze
vergelijking naar ¢

Deze methode bezit het voordeel, dat een zeer beknopte
tabel voor de bepaling van r voldoende ig, indien de mon-
stervolumina een meetkundige reeks met verdunningsfactor a
vormen en van iedere verdunning evenveel (n) monsters geno-
men worden.

In dat geval blijkt mnamelijk te gelden

lhr= xlna-X

waarin x = ﬁlﬂé%giﬁ is en K behalve voor de grootste en
kleinste monstervolumina bij de experimenten gebruikt, nage-
noeg constant is. Een tabel van K, met behulp waarvan men

r kan bepalen behoeft dus niet uitgebreid te zijn; men

vindt een dergelijke tabel in de "Statistical tables" wvan

1) Zie Bijlage III No. 5
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FISHER en YATES (zie [26)).

e

2. q., als schatting
i=14 <

Men gebruikt bij deze methode
1

" ,
van %“ﬁ'EE Q3 dit is een zuivere en’omdat de spreding
iz
1 i t . 1
van 5:}8 q; Voor n-—» oo tot nul nadert,tevens een bruikbare
=4
schatting; r is een functle van deze schatting, ¢ de over-

eenkomstige functie van — “& & Qi hieruit volgt dat r een

bruikbare schatting is van Q .

Op analoge wijze kan men aantonen, dat 2 eveneens een
bruikbaare schatting van ¢ is.

Het zal in paragraaf 4 echter blijken, dat de aanneme—
lijkste schatting veel nauwkeuriger is dan de tweede schate—
ting van Fisher. Indien de nauwkeurigheid van de schatting
mede in acht genomen wordt, zal het gebruik van de aanne-
melijkste schatting dus de voorkeur verdienen; de tweede
schatting is echter zeer geschikt indien men snel een ver—
antwoorde, zij het iets minder nauwkeurige, interpretatie

aan proefresultaten wil geven.

Grafische methode van Leeflang,

Indien men n monsters trekt met een volume v, is de
verwachting van de frequentie der positieve monsters (de
verwacbtwng van E) gelijk azn:

(12) 1& = e~ V€

hetgeen onmiddellijk volgt uit (5).
Uit (12) volgt: .
2\
7 )~ ing

(13) Im V:iﬁé-iﬂfl-
Indien men nu een grafische voorstelling vervaardigt

van ln v als functie van E::é%%kﬁj gegeven §, dan ontstaat
een kromme, die de gedaante heeft van k in figuur 1, welke
wij de S~kromme van LEEFLANG zullen noemen.

1) De definities van "zuivere" en "bruikbare® schattingen
vindt men in memorandum S 53 (M 21):
"Enige definiteis uit de schattingstheorie" (Bijlage IV).
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fig. 1 (S-kromme van LEEFLANG).

Een verandering van @ betekent slechts een verschui-
ving van de S-kromme, zoals onmiddellijk volgt uit (13).
Een verdunningsexperiment levert ons bij iledere ge-
bruikt monster-volume v, de frequentie van de positieve
0. D,
S1 * . . .
monsters - De punten (E£, in Vi> die hiermee in de gra-—

i
fiek corresvonderen, kunnin beschouwdl worden als waarnemin-
gen van punten van een kromme, gegeven door vergelijking
(13). Indien men bij deze punten op een verantwoorde wijze
een S-~kromme van Leeflang ko aanpast, zal de met ko corres-—
ponderende ¢ , die wij met T zullen aanduiden een schatting
zijn van de ware coli-dichtheid., Indien kQ eenmaal aangenast
is, kan men Ty gemakkelijk bepalen uit het snijpunt
@-e_1, 1n VO) van k_ met de rechte: E = 1-e” 1 = 0,63¢043
immers dan geldt:

In v = In{-dne=td=lnr, «-ln%

dus: r, = ;; .

De methode van Ir X.W.H.LEEFLANG (zie L25)) berust op
het boven beschreven vrincipe. Ir Leeflang vast bij de
waargenomen punten echter geen S-kromme aan, dooh trekt
door deze punten uit de hand een vloeiende kromme k'. Indien
k' in gedaante sterk van een S-kromme afwijkt, concludeert
Ir Leeflang, dat het waarnemingsmateriaal niet aan de eisen
voldoet op grond waarvan vergelijking (13) is opgesteld.

Ir Leeflang veronderstelt, dat de monsters dan niet gelijk-—
waardig zijn, hetgeen in de voorbeelden, die hij geeft
zeker gerechtvaardigd is, omdat het daar monsters van ri-
vierwater betreft, die op verschillende tijdstippen genomen

zijn.
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3.4

Wijkt echter de'waargenomen kromme" k' niet sterk van
een S-kromme af, dan bepaalt Ir Leeflang zijn schatting Ty
uit het snijpunt van k' met de rechte E = 1me"1, analoog
aan de hierboven beschreven bepaling van Toe )

Door het gebruik van een aangevaste S-kromme in plaats
van de kromme k', kan men de methode van Ir Leeflang uit
theoretisch oogpunt meer aanvaardbaar maken. De moeilijk=
heid is hier het vinden van een "verantwoorde" aanpassing.
Verder zal men moeten aangeven, wanneer geen verantwoorde
aanpassing mogelijk is (wanneer de monsters als niet gelijk-
waardlg kunnen worden beschouwd) terwijl het ook gewenst
is, de nauwkeurigheid van het resultaat te onderzoeken., Wij

ullen hierop in het reeds genocemde aanvullende rapport

terugkomen.

Grafische methode van Haspers,

Indien

(14) z= log In —77%

is, volgt uit (13) onmiddellijks
(15) legp= 2=loaV

De grafische voorstellingen van log ¢ als functie van
7z bij verschillende waarden van v zullen rechten worden,
alle evenwijdig met de rechte log ¢ = z.

De lijnen, overeenkomend met de S-kromme van Leeflang,
zijn in het (sz, logg¢ )-diagram dus recht enngvenwijdig met
de z-as. Indien men waarnemingsresultaten (%%, vi) nu tot

p i
(Zi = 108 1N m—— Vi) transformeert, dan kan men de punten

{=t

i
gekarakteriseerd door (Zi’ vi) met behulp van de rechten

log;@ = z-log v gemaikelijk in het (z, lcg@ J-diagram over-
brengen. Past men bij de verkregen punten een rechte lo aan,
parallel met de z-as, dan geeft de hoogte van deze rechte
boven de z-as een schatting van log @ .

Op dit principe berust de methode van Dr Ir J.H.HASPER:E
(zie 528§). Deze verbindt de waargencmen vpunten echter door
een gebroken rechte 1' en bepaalt zijn schatting rh uit
het snijount van 1' met de rechte

& =’1b§1ﬂ é: s O

De schatting Th is daarom zeer grof, want in feite

wordt slechts gebruikt gemaakt van punten (z

S vi)? die

ter weerszijden het dichist bij de @ -as (z=0) liggen.
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De methode kan echter wellicht verbeterd worden door ge-—

bruik van een aangepaste rechte lO in plaats van 1'. Men

zal dan moeilijkheden van dezelfde aard moeten overwinnen
als beschreven in de laatste alinea van 3.3

4. Nauwkeurigheid van de schdtingen.

Inverse methode.

4.

Een deel van de publicaties betreffende de nauwkeurig—
heid van de schatting der coli-dichtheid uit verdunnings—
exverimenten is gebaseerd op de veronderstelling date a
priori een homogene verdeling heeft. Zoals reeds in 2.4 is
opgemerkt, is deze veronderstelling ongemotiveerd. Wij zul-
len dan ook alle conclusies, die hierop berusten, verder
buiten beschouwing laten.

2 Asymptotische formule van Fisher.

Vele schrijvers gebruiken voor hun beschouwingen be-
treffende de nauwkeurigheid der schatting T een stelling
uit de theorie van de aannemelijkste schattingen van
R.AFISHER., Wij zullen deze stelling hieronder eerst in het
kort uiteenzetten.

Men gaat bij FISHER's theorie uit van n waarnemingen
XqseeesX, Van een stochastische grootheid x met verdelings-
dichtheid £(x| 6 ), die bekend is behoudens de parameter 6 .
Fisher definieert nu als "likelihood function" ('aanneme-
lijkheid") n n
(16) L=1nTl f(x10) =2 Ini(xl6)

XY} X ¥

De aannemelijkste schatting %n van €, behorende bij

beovengenoemde n waarnemingen is die waarde van 8 s Waar-

e

voor L maximaal is. Volgens de definitie van tn geldt dus:
oL
(17) é“mgTE =0
2080751
Men kan nu bewijzen (zie b.v. Pr§f, Dr D.van Dantzig,
1

Kadercursus Mathematische Statistiek ', pg. 203-210; Whr.
292-299):

o s G o s g a

1) In gestencilde vorm uitgegeven door het "Mathematisch
Centrum".
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lim @ =
(18> Ni=p 50 't"l')'e

2
waarin @ 3

‘ede spreiding van En is, bl] gegeven para-
7

meter O .

Deze formule komt overeen met de asymptotische formule
van FISHER, Het door Prof, VAN DANTZIG gegeven bewijs geldt
echter slechts onder bepaalde voorwaarden. Deze voorwaarden
zijns
1) 1In £(x|®) is voor iedere re&le x en iedere toegelaten 8

gedefinieerd en tweemaal vpartieel continu naar € diffe-

rentieerbaar,.
2
2) Van de stochastische groothedenﬁalﬁ'f(x‘a) en o” in féxle
. 26 26
bestaan de eerste en tweede momenten: van
@lnéi;xla) bovendien het derde moment.

”
3) De aannemelijkste schatting En(x1,.@@,xn) bestaat voor
iedere n.

il
4) Het eerste en tweede moment van L, Pbestaan en blijven be-
grensd voor iedere toegelaten & , als n-» .

Bij de toepassing van deze stelling op de resultaten

van een verdunningsexperiment laat men de Diggorresponderen

met de x. en de natuurlijke logarithme van TI P{Q.zp.E
1 TS 1 4

(zie (8)), met de likelihood-function L. De p; bezitten
echter een discrete verdeling, die behalve van ¢ ook nog
afhangt van V. Daarvbij komt nog dat de verdeling van g geen
eerste en geen tweede moment bezit., Er bestaat namelijk
steeds een positieve kans dat 7= o (zie de opmerkingen
betreffende een ongedetermineerd resultaat in 2.2 onder
formule (6) en in 2.3 onder formule (9a)). Aan de voorwaar—
den 1) en 4) is dus in ieder geval niet voldaan. Hoewel ge-
noemde stelling van Fisher wellicht te bewijzen is onder
iets algemenere voorwaarden, dan de bovenvermelde is het
zeker niet mogelijk haar af te leiden als niet voldaan is
aan voorwaarde 4) (hetgeen hier het geval is), aangezien dan
de spreiding van de aannemelijkste schatting niet bestaat.
Wij mogen dus wel concluderen dat toepassing van de stelling
in dit geval niet gerechivaardigd is.

Onder degenén, die de stelling desondanks hebben toe-
gepast moet allereerst FISHER zelf genoemd worden (zie (51),
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die de stelling onder andere gebruikt om de doeltreffenﬂhei&
van zijn tweede schatting te bepalen (zie 3.2).

Verder vinden wij de stelling toegepast voor het be-
rekenen van de "spreiding van r" bij S.SWAROOP (zie (18]})
en voor de berekening van de "spreiding van 1n 3" bij
BE.S.ALLEN (zie [9]). Behalve de reeds genoemde bezwaren kan
men tegen hun methode nog aanvoeren, dat zij de uiteraard
onbeken&ae uit de asymptotische formule van Fisher, vervan-
gen door de aannemelijkste schatting'? van @ .

W.G.COCHRAN (zie [ 30} ) heeft een grafiek vervaardigd,
waarin de verhouding van de "spreiding van de aannemelijkste
schatting" tot dese schatting wordt uitgezet tegen de ware
coli-dichtheid, De "spreiding" is hier eveneens berekend
met behulp van de asymptotische formule van Fisher.

Genoemde grafische voorstelling blijkt voor een geval
met verdunningsfactor 10 een aantal schommelingen te verto-—
nen, dat gelijk is aan het aantal gebruikte verdunningen:
bij een geval met verdunningsfactor 2 zijn geen schommelin-
gen te onderkennen., Dit effect is in overeenstemming met het
geen wij in 4,3 zullen zien: er is bij ovroeven met één ver-
dunning één ¢ waarbij de nauwkeurigheid maximaal is, Indien
men een grote verdunningsfacter gebruikt, verschillen de
gebruikte monster-volumina zo sterk, dat in een™nauwkeurig-—
heidsdiagram" de bij de verschillende verdunningen behorende
nauwkeurigheidsmaxima gescheiden naar voren komen; dit zal
niet meer het geval zijn als de verdunningsfactor klein is,
waardoor de maxima dichter bij elkaar liggen. Op grond van
deze overweging verdient het aanbeveling met een kleine ver-
dunningsfactor te werken,

De nauwkeurigheidsmaat, die Cochran gebruikt heeft, is
echter, zoals boven opgemerkt is, onbetrouwbaar, zodat men
aan de hand van zijn grafische voorstelling geen conclusies
kan trekken.

Variatieco€fficiént van Halvorson en Ziegler voor één ver—

dunning.
Het aantal negatieve monsters bij gebruik van één ver-

dunning is evenals het zantal positieve monsters binomiaal
verdeeld volgens (5):

v =4 _=€Vq
P[q_:q}:{?}{f»@ V) e ,

1) Zie het memorandum S 53 (M 21):

"Enige definities uit de schattingstheorie" (Bijlage IV).
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waaruit volgt,dat geldt:
D V
(19) bq = ne ¢

en

(20) @'azl/;&{%mﬂégiEa%%@fﬁﬁ

De binomiale verdeling van g wordt geapproximeerd door

- s £V
eV §9

(1-¢

een normale verdeling met gemiddelde‘%gz en spreiding
T=0,. Indien deze normale verdeling exact zou gelden, ken
men schrijven:
‘?gﬁ&”i? g;% j@@¢§§@ 0,68 ,
Hier zal echter slechts bij benadering gelden:

(21) Plbg-0, 5 4 € bg+ Ty )= 068,

welke benadering beter wordt naarmate n groter is.
Men kan nu van de verdeling van g overgaan op de ver—
. h e .
deling van r door de transformatie:

~ i 4
{gﬁ} Pe= ::;Rt%;; e

Indien men nu definieert:

L4 4 g
o= - T?E%*W' @ﬁ;* ﬁ%

(]
(22)
==t ia bt =g
zal gelden: ~
25y PLaE24]~06s

We zien hieruit,K dat de kans dat de aannemelijkste
schatting binnen het interval (r1, rg) valt bij benadering
constant is« Op grond hiervan kan men de wijdte To=I'y Van
het interval (r1, Ty ) besckouwen als een maat voor de nauw-
keurigheid van de schattlrg r. De grootheid
(24) V*—'?“ 1_n 28 * 2
' ¢ ¢V nem€- q

is dus een maat voor de relatieve nauwkeurigheid van de aan-
nemelijkste schatting g_in betrekking tot de ware coli-dicht-
heid f .

De variatieco&fficiént van HALVORSON en ZIEGLER (zie[11)
kan uit de boven gedefinieerde grootheid V verkregen worden
door in het rechterlid van (24) e door T te vervangen,

Het is een algemene neiging van de toepassers van de

theorie van Fisher om de aannemelijkste schatting te ge-
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bruiken alsof zij gelijk ware aan de geschatte parameter.,
Dit wordt heel dikwijls in de hand gewerkt doordat men voor
parameter en schatting hetzelfde symbool gebruikt. Ook
Halvorson en Ziegler doen dit. Wil men formule (24) toe-
vassen bi] een concreet experiment door schatting van.f dan
zal men meoeilijk anders te werk kunnen gaan dan door sub-
stitutie van de gevoflden waarde van T voore , daar deze
laatste onbekend is., Men dient hierbi] echter wel te beden-—
ken, dat men zodoende slechts een zeer globale indruk ver-
krijgt van de nauwkeurigheid, omdat T zeer sterk van P kan
afwijken, hetgeen uit de hieronder te bespreken tabellen
van Halvorson en Ziegler duidelijk blijkt.

Men kan V echter ook beschouwen voor verschillende
bekende waarden.van P . Wij zien uit de vergelijkingen (20)
en (24) dat V uitsluitend een functie is van n en@v. Als
functie van n is V monotoon dalend; V nadert tot O voor
n? o0 en is dan 0(Vn). Halvorson en Ziegler hebben vooral
aandacht besteed aan het verband tussen V en oV bij gegeven
n. Zij hebben tabellen vervaardigd van V voor n = 10 en
n = 100 en voor @ v lopende van 0,4 tot 5,0. Zij constateren
dat het minimum van V voor n=10 ligt bij pv=1.2, d.w.z. als
de kans op een positief resultaat 1—ef'ev'gelijk is aan 0,70
en voor n=100 bij Pv=1,5 dus bij 1-e"PV=0, 78.

Dit resultaat is in zoverre merkwaardig, dat men wel-
licht maximale nauwkeurigheid zou verwachten bij e"fv=%§ dus
bij gelijke kansen op een positief dan wel een negatief
monster. Voor e fV=% geldt, dat de kans op een ongedetermi-
neerd resultaat (zie opmerking onder formule (6)) minimaal
is. De waarde v=p 1n 2 die voldoet aan e-va% wordt daarom
door J.K.HOSKINS en C.T.BUTTERFIELD (zie [15)) het gunstig-
ste monster-volume genoemd. Verwiizend naar de resultaten
van Halvorson en Ziegler adviseren deze schrijvers echter
om het monster-volume steeds ilets groter dan 1 In 2 te kie-
Zen. f

HALVORSON en ZIEGLER constateren verder dat de varia-

tieco&fficiént V zeer sterk van de coli-dichtheid P afhangt

L

Aangezien men in de practijk voor de aanvang der experi-
menten zeer weinig van de grootte van g weet, zal men v
niet zo kunnen kiezen, dat de nauwkeurigheid zo groot moge-—
lijk is en zal men met een nauwkeurigheid genoegen moeten
nemen, die veel geringer is dan de maximale., Op grond hier—
van prefereren de schrijvers het gebruik van meerdere ver-—

dunningen, voor welk geval volgens hen dit bezwaar niet

geldt (zie 4.4).
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4.4

Het "Mathematisch Centrum" heeft het verband tussen
V en 0 v nader onderzocht, terwijl het probleem van de maxi-~
male nauwkeurigheid ook met een andere methode benaderd is.
Het een en ander zal in het aanvullend rapport worden be-
handeld. '

Onderzoekingen van Halvorson en Ziegler omtrent de nauw-

keurigheid van de aannemelijkste schatting bij gebruik wvan

verschillende verdunningeh.

In het geval van verschillende verdunningen kent men
de kans op het optreden van proefresultaat (7) uit verge-
lijking (8)., Bij ieder proefresultaat behoort één aanneme-
lijkste schattingAQ van e ,die verkregen wordt door de op-
lossing van vergelijking (9). Op deze wijze kan men bij
iedere gegeven P de theoretische verdeling van g berekenen.

Zoals blijkt uit de opmerking onder (9a) is er steeds
een positieve kans, dat =00 is. Hieruit volgt dat de verde-
ling vanni geen eindige momenten en in bijzonder geen ein-
dig gemiddelde noch een eindige spreiding bezit. Wil men
toch iets over de momenten beweren, dan zal men de verde-
ling wvan % moeten afknotten door de ongedetermineerde en eve
tueel een santal andere resultaten buiten beschouwing te
laten., Dit heeft uiterasrd alleen zin, als de weggelaten
resultaten een zeer kleine waarschijnlijkheid hebben.,

HALVORSON en ZIEGLER hebben (zie [123) dergelijke
afgeknotte verdelingen berekend, zonder er uitdrukkelijk
de aandacht op te vestigen dat zi] hiermee bovéngenoemde »
moeilijkheden uit de weg gaan.

Genoemde schrijvers hebben deze berekeningen uitge—
voerd voor v1=10, v2=1 en v3:0,1 en

ns=(nsnen)=10 ;0= 615306255 0,40 en L,5,

Zij bepaalden hierbij de variatiecoéfficiénten:

_ spreiding vangﬁ,
~ gemiddelde van 2’

Vi (2e momentevan I t.0.v.Q )2

Deze twee definities vertonen een analogie omdat de
spreiding van E de wortel uit het 2e¢ moment van i Te0aVa
het gemiddelde van i is. De momenten in bovenstaande de-
finities hebben uiteraard betrekking op de afgeknotte
verdelingen. Bij hun berekeningen hebben Halvorson en

Ziegler volgens bovenstaande definitie voor V' gewerkt,
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doch. in de begeleidende tekst schrijven zij ten onrechie

o

"modus van 2“ in plaats van.f .
De resultaten kan men in het volgende tabelletje sa-

menvatten:
e = 0,15 0,25 0,40 145
V = 0,40 0,41 0,41 0,42
Vi= 0,45 0,49 0,47 0,47 .

Daarnaast hebben de schrijvers in een figuur een gra-
fische voorstelling van de verdelingen van.g bij deze vier
waarden Van.p getekend. Aan de hand van de figuur en wvan
de berekende variatiecoéfficiénten komen zij tot de con-
clusie, dat bij gebruik van drie verdunningen de nauwkeu-
righeid van de resultaten nagenceg onafhankelijk is van
de coli-dichtheid.

Verder voerden zi] ook berekeningen ult voor:

‘0= LS 3 m = 5, 10, 20 @n 4o

In deze gevallen hebben de schriijvers staarten van de
verdeling vam.g bepaald die samen een waarschijnlijkheid
ongeveer gelijk aan 0,03 bezitten, waarbl]j echter weer een
aantal mogelijkheden met zeer kleine waarschijnlijkheid
(met inbegrip van de ongedetermineerde resultaten) is weg-
gelaten. De wijdte van het interval tussen de staarten
(dei. een voorspellingsinﬁerval1) voor % behoudens een
waarschijnlijkheides 0,03) wordt door hen als maat voor de
nauwkeurigheid van E gebruikt. Het blijkt dat de nauwkeu-
righeid vanjg toeneemt als n groter wordt, hetgeen te ver-
wachten was. De invlioced van de stijging van n is het
sterkst bij kleine n. Verder constateren de schrijvers dat
de verdeling van.% meer symmetrisch wordt als n toeneemtb.

Uit het bovenstaande blijkt, dat het mogelijk is om
de verdeling van E bij gegeven n en F exact te berekenen
In de practijk zal dit echter een zeer tijdrovend werk zijn
omdat het aantal mogelijke vroefresultaten zeer groot 1s;
bij ieder van deze proefresultaten moeten omslachtige bere-
keningen worden uitgevoerd. Wil men resultaten bereiken,
dan moet de verdeling van ? hekend zijn bij een groot aan-

e axamn st s s oren am

1) Een voorspellingsinterval voor een stochastische groot-

neid x, behoudens een waarschijnlijkheid &, is een vast
interval waar x met de waarschijnlijkheid 1- &« in valt.
(Vergelijk het memorandum S 47 (M 18), "Betrouwbaar-

heidsintervallen", (Bijlage V))
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4.5

tal waarden van de coli-dichtheid, terwijl ook nog variatie
mogelijk is in de opzet van de experimenten.

De waarde van de variatiecogfficiénten als nauwkeurig-
heidsmaten is zeer dubleus, eerstens omdat deze codfficién-
ten sterk afhankelijk zijn van de grenzen, waarbij de verde-
ling van ﬁ_wordt afgeknot en verder omdat aan de spreiding
en het tweede moment %ac.v.éy geen waarschijnlijkheidstheo-
retische interovretatie kan worden gegeven, daar de verdeling
van £ een zeer onregelmatig karakter heeft en geenszins nor-
maal is. Het is te betreuren dat de schrijvers niet meer

“van voorsvellingsintervallen gebruik gemaakt hebben, zoals

zij bij een deel van hum onderzoek gedaan hebben, In 4.5
en 4.6 zullen wij methoden bespreken, die niet aan de be-
zwaren van de variatiecoéfficiénten onderhevig =zijn.

1)

Bevaling van betrouwbaarheidsintervallen ‘ met behulp van

de tweede schatting van 'isher,

P

Wij beschouwen verdunningsexperimenten, waarbij de
monster-volumina VygesesVy zijn (m is het aantal verdunnin-
gen), terwijl van iedere verdunning een gelijk aantal mon-
sters n genomen wordt. (Dit laatste is niet essentieel; wij
voeren deze veronderstelling slechts in ter vereenvoudiging
van de formules.) Het totale aantal positieve monsters van

alle verdunningen stellen wij voor door g. Er geldt dus:

L)
(25) s = ELPi
s 1is geheel en wij hebben:
(26) 0S § EMM,
(hetgeen volgt uit 0 § xﬁ_é n voor i =1, 2, e.., M)
De wverdeling van s bij gegeven P ig als volgth:

m
n! —eVi(n=pJ)
. -

——-——'—'—"—e

N2
-0V
L=t Pi!(n"Pi)" ¢ ) J

(27) P[“”F]’mz {

&p=s

(2

S
Hulopstelling I: De kans P[§§Slg]=fof[§ak|e]

is een monotoon dalende continue functie van als s < mn.
Deze functie is gelijk aan 1 als e =0 is en nadert tot O als
P oneindig wordt. De functie is constant en gelijk aan 1,
als s=mn is. mn

De kans PL§ z 8e] =I=Z§[§.=“€j is een monotoon stij-

gende continue functie vaxxe als s » 0Ols.Deze functie is ge~

1) Voor het begriv betrouwbaarheidsinterval zie men memoran-—
dum S 47 (M 18) "Betrouwbaarheidsintervallen" (Bijlage V)
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1ijk aan O, alsf:O is en nadert tot 1 voor F ~» . Voor
s=0 is deze functie constant gelijk aan 1.

De monotonie van genoemde functies kan men bewijzen
door de afgeleide te bepalen., De andere beweringen van
Hulpstelling I zijn direct in te zien.

Hulpstelling II., 'De vergelijking:
(28) Tlss Sle]=— (0e®< 1; s< mn),

heeft één en slechts 4én oplossing naar e
De vergeliiking -~
(29) ?[S S',el (0<et < 1; s < mn),
heeft eveneens één en slechts één oplossing naar e -
Hulpstelling IT volgt direct uit hulpstelling T

e B

Wij stellen de oplossing van (28) voor door R, en de
oplossing van (29) voor door ry en definigéren Rmn:oo en
rozo (zie fig.2). Wij zien gemakkelijk in dat geldt:

(30) r,< R, r < 7T, ., enR <R, ..
s
ig
., N — =
(wma)B 4 - - - - = e St
. Is
?-_-_._..-_.._v._»,u....‘«j___w_,- -
f‘"""‘,,?,
L e L S s el
T S PO i
R i R e s B
ke s ; :
4- ——————— —k———-&_ _.:T—--:- ...._-_—'Q__.-—A'_.__._.A
:b". ' -:14: : '
84------ };..—..;---‘---_-..::.-'9‘—~:~~—f—~—-~~~--~~-»—~
L4 T : .
z-—---t.;—7~-—s.a—.-~fr-:---~I‘~~~~~f~~-—~
S TR S :
1--~w-—-—-—--w-'-—;2—~~'—;- T e eI

s
¢ = coli~dichtheid,
r  is gedefinieerd door: P[8gsIn]=

R T T " Piégglgﬁ?

&
-
2‘.

i, is het interval tussen de punten: {'g N 3'} en (Is'ﬂ,é)
T wooon 1 1 i # {?3"1’ Sj én i‘fﬁs, S_)
(Ryz=0 5 tmpes® )
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Beschouwen wij nu het totale aantal positieve monsters
s weer als een stochastische grootheid, dan zijn dus ook

Fg on ‘Rs stochastisch, Wij bewijzen nu de

" Hoofdstelling: Het  interval ry<e < l?:g 1s een betrouw-
baarheidsinterval voor ‘@ net onbe%}ouwbaarheidsdrem'{)el ¢

AoWo Zo

Plg<e<Relgjz s-o

Bewijs: Indien ry<@ < Tgq is, dan geldt wegens
Hulpstelling T:

kY - T ey
Piszs+t]@ls PlsZs+tlBud=s
dus:
Ple>8l¢]s3
Op analoge wijze kan men bewijzen dat geldtb:

Fle<slp'les als Re., s p'< Re

Wij stellen nu het lijnstuk, bestaande uit de punten
( p,s), waarvoor r < @ § T, 4 geldt als s <mn is;en @>r
als s=mn is, voor door is; evenzo stellen wij het lijnstuk

. [ - L]
bestaande uit de punten (@ ,S), waarvoor R, 1€ ¢@'< Ry
geldt als s » 0 is,en Og @' & Ro als s=0 is voor door IS.
Tedere rechte evenwijdig aan de r-as,dus Waarvearg =constan
is, zal één punt gemeen hebben zowel met één der intervallen
i, als met één der intervallen ISQ Indien nu de werkelijke
coli~dichtheid gelijk 1s aan Po en de rechte @ xpo heeft
één punt gemeen met elk van de beide intervallen Is en is
2 2

dan geldt:
le. PS, €58 5,1F)=1~Pls<slpl-Fle>Slf]2

2 i~a
2e. f..s <@, < E,S geldt dan en slechts dan, als
s, € 8 £ s, geldt, dus is:
Pln<e,<Rslg = Plsisss%l6l,

en derhalve (zie 1e.):
Ploc<p<Rele g 1-%,

waarmee de Hoofdstelling bewezen is.

Indien de opzet van de experimenten (v1,..uvm en n)
eenmaal gegeven is, kan men een tabel vervaardigen van

TosTqaecss Ty RO’R'I"“’Rmn° Bij iedere gevonden g leest me

in deze tabel dan direct het betrouwbaarheidsinterval
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(rs,Rs) voor P af. Deze methode 15 betrekkelijk eenvoudig
en heeft in zoverre haar verdiensten., Zoals wij zullen zien
in 4.6 kan men op een andere wijze bij dezelfde onbetrouw-
baarheidsdrempel nauwere betrouwbaarheidsintervallen voor
f bepalen.
De hierboven beschreven methode is afkomstig van

T, MATUSZEWSKT, J.NEYMAN en J.SUPiNSKA (zie (161). Wij heb-
ben de bewijsvoering van deze schrijvers gewijzigd op som-

mige punten waar een verouderde redeneringswijze werd toe-

gepast. ¥ .y
De stochastische grootheid s = 22 'pi = AL e é? Q. g
Ied o (R -

die we hier gebruikt hebben is als het ware het complement

A
van de stochastische grootheid é% o} die ten grondslag

3 §

- ligt aan de tweede schatting vanhﬁizier (zie §;§)§ de ver-—
delingen van beide grootheden zijin symmetrisch ten ovzichte
van smn. De breedte van de met bovenstaande methode ver—
kregen betrouwbaarheidsintervallen kan ons dus tevens een
inzicht verschaffen in de nauwkeurigheid van de tweede
schatting van Fisher. In 4.6 zullen wij op grond hiervan
tot de conclusie komen, dat de aannemelijkste schatting

veel nauwkeuriger is.

4.6 Bevaling van betrouwbaarheidsintervallen met behulp van de

aannemelijkste schatting.

Zoals wij in 4.4 gezien hebben is het in principe mo-
gelijk de verdeling van g te berekenen, als de coli-dicht-
heid.@ en het schema van het experiment (ni en v, voor alle
verdunningen) gegeven zijn. Indien men deze verdeling voor
een groot aantal waarden van p kent, kan men een methode
aangeven om embetrouwbaarheidsintervallen voor ﬁ te bepalen.
Het is echter in 4.4 eveneens gebleken, dat het ondoenlijk
is om de verdeling van g bij een greopéantal waarden van
p exact te berekenen. Men kan echter trachten de exacte
berekening door een benadering te vervangen. Eem dergelijke
benadering kan men interpreteren als een onzekerheid in de
grenzen van het onbetrouwbaarheidsinterval, maar desgewenst
ook als een onzekerheid in de betrouwbaarheidsdrempel.

Een goede benadering van de verdeling van i kan men
nu verkrijgen door de freguenti@verdeling in een vddoende
grote en representatieve steekproef van 2 te bepalen,

Om een steekproef uit de verdeling van'@ (bij gegeven

e ) te verkrijgen kan men als volgt te werk gaan:
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Je. len berekent voor iedere verdunning apart de theo-

retische verdeling van het aantal positieve mon-

sters volgens:
™
(31 Fy=Plp = ki= (¥ )e

Vergo (5), i:1,2’90.,m; kmO,'],Q,a..,ni@

§

—EVi (1= K.
evi(ny 3““,@

mé%Ws)k

2e. Men neemt m grote steekvroeven van de uitgebreid-

heid N uit een homogene (0,1) verdeling; dit is
een verdeling waarvoor geldtb:

O als x« O
Plxg x] =3y xals 0% x £ 1

1T als x » 1
We duiden deze steekproeven aan met:
. X. s e ) . i= oeo,.)o
X1,1’ i,27 7T, N (i=1,2,. 2 11

In tabellen van '"random numbers” (b.v. K.G.Kendall en B.Bab-
ington Smith, Random Sampling Numbers) vindt men zeer uitge-

breide steekproeven uit een homogene verdeling.

3e. Men past op de Steekproeven‘de volgende transfor-
matie y = g&(x) toe:
y =0 als O x < P,
I < i,0
y

il

™
1 als ?1,0 & X Pi,G 4 Py
. Keq k
e T
y-:»kals %@ii,y&x < gé,%,y
y =Nals 1 - Pi,N ¢x < 1

Wij verkrijgen zodoende m getransformeerde steekproeven

yi,1’ yi,29°~~s yi,N _ (1 =1, 2, eeoy m)

e. Men substitueert in vergelijking (9) achtereenvol-

genss:

P = Tq,10 P2 = V2, 9,000 P T I
p'] = 3”—1’23 ;02 = 372’2,9.., pm foed ym,z

@

&

= % = ® O =

P = Vq,wr Po = Vo wreeer Py = Ip
en verkrijgt zodoende N vergelijkingen. De oplossingen van
deze vergelijkingen naar r noemen wij Tis Togeesy Tye
Men kan nu zonder grote moelte aantonen, dat TqysesesTy

een steekproef van de uitgebreidheid N uit de verdeling van

A s . :
r is, Hiermee i1s, zoals wij gezien hebben, tevens een expe-

rimentele benadering voor de verdeling van r verkregen.
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Op deze wijze kan men bij iedere‘0 approximatief de
verdeling van bepalen, dus, eveneens approximatief, de

kleinste door aangenomen waarde R(f) waarvoor geldi:

PIPzREIES

- oy

e door r aangenomen waarde r(?ﬁy waarvoor geldt
i)
4

len zal de hypothese@::@o kunnen verwerpen behoudens
4

een waarschijnlijkheid =
M . - iy &
r %i%i?@} of Is Pééo) .

‘ \ N N 1
Een betrouwbaarheidsinterval voor @ verkrijgt men dus )

als geldt:

door de verzameling te nemen van alle waarden eo Vang , die
op grond van de bij een experiment verkregen aannemelijkste
schatting'? = ?o niet voor verwerping in aanmerking komen.
D.i. dus de verzameling van die waarden 400 van P sy waarvoor
geldt:

Fligo) s o s R(G)

In de practijk gaat men als volgt te werk. Men tekent
in een (@,;)—diagram een aantal puntenparen (@,r(g)) en
(F,R(P)) en past bij de punten (@,r(@)) een kromme k, bij
de punten (?,R(P)) een kromme K aan. Vervolgens bepaalt men

. e ~ “~ < B A-——-/\ .
de 5n13punten‘(9vro) en (PQ’TO) van de rechte r=r met res
pectievelijk k en K. Het betrouwbaarheidsinterval voor ©
WQrthnu begrensd door P, en 0, (zie flg.»})e

— — o = T oy
b oo rew wm mm mem e e e ame e i G e

o ane am i o a d—

{
4
!

e ot o e A

D s D A 250D D D S 0 T S oD D D 5D

1) Zie memorandum S 47 (M 18), "Betrouwbaarheidsintervallen"
(Bijlage V).



MATHEMATISCH CENTRUM

AMSTERDAM - 27 -
fig. 3. ¢ = coli-dichtheid, |
7= sannemelijkste schatting van de coli-
dichtheid,
x = punten (@,R(P)),
o = punten (p,r(g)),
R(p) = kleinste door T aangenomen waarde, die
voldcet zan Pfﬁ Z R(?)(@i‘éj € %ﬁ'?
r(p) = grootste door T aangenomeﬁ waarde, diie

voldoet aan PE? s r(e)le) s Z
k is kromme aangepast bij de punten @,

K 4] L] 4] 11 1 1 b3

®
Cal

Lo PR . 4
De rechte r = r_ snijdt K in 4 (@1,r0) en
k in B(?Z,ro),
P, < p <f, is een betrouwbasarheidsinterval
1 2 .
voor ? , als r = Ty met een onbetrouwbaar-

heidsdrempel > & .

De hierboven beschreven methode is afkomstig van Mej.
J.SUPINSKA (zie [16)) en door haar uitgewerkt voor het ge-
val v1=10, v2=1 en v3m0,1. De resultaten van Mej.Supinska
zijn verenigd in een grafiek, waarvan een fotocopie aan dit

apport is toegevoegd (Bijlage VI).

De in deze grafiek horizontaal uitgezette groctheid
;)'Corresmondeert met ?, de verticaal uitgezette grcotheid
A correspondeert met @ voor de aaﬂgepasﬁe krommen k en
K zijn hier parabolen genomen. Na het bovenstaande is het
duidelijk hoe men deze grafiek kan gebruiken. De opmerking
uit de laatste alinea van 2.5 is hier eveneens van toe-
passing; indien v1:K x 10, vzzk en vq:k x 0,1 is, vindt
men met behulp van de grafiek betrouw%aarheidsintervallen
voor k.yg ;

Indien men de breedte van de betrouwbaarhej@Sintervallt
van Mej. Supinska wil vergelijken met de breedte van bvetrouw
baarheidsintervallen berustend op het toteal santal posi-
tieve monsters s, is de grote moeilijkheid, dat de verschil-
lende vroefresultaten, waarvoor g hetzelfde is, verschillen-
de betrouwbaarheidsintervallen leveren volgens de methode
i,Supinska, doch slechts één betrouwbaarheidsinterval

volgens de methode, die berust op de wasrde van 8. De
schrijvers van [16] hebben de breedten van de betrouwbaar-
heidsintervallen van 4.5 voor een aantal waarden van ?ymereu
kend en het kleinste dezer intervallen vergeleken met het
kleinste interval in de door Mej.Supinska geconstrueerde
figuur 3. Daarbij hebben zij om een vergeliliking mogelijk

te maken, in beide gevallen de breedte gedeeld door de
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4.7

onderste grens van het interval. Deze vergelijking valt
sterk ten gunste van de methode van Mej, SUPINSKA uit. Men
heeft hiermee een aanwijzing dat e aannemelijkste schatting
nauwkeuriger is dan de tweede schatting van FISHER (zie

3.2 en 4.5)., Dit is +te verwachten op grond van het feit,

dat de asnnemelijkste schatting vollediger van de gegevens

gebruik maskt dan de tweede schatting van Fisher.
W.G.COCHRAN veronderstelt om betrouwbaarheidsinterval-

len voor P te kunnen beg len, dat 10“ E normaal verdeeld is

1he 1Y ewil S QI‘@.L.(?,}. G {) 5 SV

(a = verdunnings-
factor, n = aantal monsters per verduﬂning} (zie [301). Hi;
vermeldt niet hoe deze formule afgeleid 18. In ieder geval
geldt ook hier het bezwazr gencemd in 4.2, dat de spreiding
van log g in het geheel niet bestaat. De verdeling van

log E.kan dus in ideder geval niet exact normaal zijnj; voor
men de methode van Cochran als benaderingsmethode kan toe-
passen, zal men eerst moeten nagsan in hoeverre de verde-
ling van log i door een normaele verdeling geapproximeerd

wordt.

Enige ovmerkingen over de gunstigste opzet van de experie
& \

menten,

Indien men experimenteert met monsters van gelijk vo-
lume is slechts de keuze van dit volume van belang. (Ten
aanzien van het aantal monsters n kan immers worden opge-
merkt, dat vergroting van n steeds bijdraagt tot verhoging
vande nauwkeurigheid ven de schatting. De grootte van n
wordt dus bepaald door de experimentele mogelijkheden en
de eisen, die men aan de nauwkeurigheid stelt).

Zijn er a priori geen gegevens over de grootte—orde
van P , dan kan men ulteraard geen aanwijzingen geven over
de keuze van v (en verdient het aanbeveling met meedere
monster-volumina te werken). Beschikt men wel over gegevens
dan staat men voor het dilemma beschreven in 4.3; de groot-
ste nauwkeurigheid kan men verwachten als Pv ~ 1,2 8 1,5 is,
doch de kans op een ongedetermineerd resultaat is het
kleinste als e"PV:O,S, dus ?V‘:ﬂo$7 ig. In de practijk
speelt dit dilemma geen grote ral, omdat de gegevens be-
treffende P in het algemeen van dien aard zijn, dat men
slechts zeer globale aanwijzingen kan geven voor de keuze
van Ve

Indien men meerder&: verdunningen wenst te gebruiken,'
zal men ook over de keuze van neerdere grootheden moeten

beslissen. Als wij ons hierbij beverken tot het geval dat
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de monster-volumina een meetkundige reeks vormen en dat van
iedere verdunning een gelijk aantal van n monsters wordt
genomen, terwijl het totale aantal te gebruikén monsters mn
door de experimentele mogelijkheden begrensd is, dan kan
men het kleinste monster-volume vy de verdunningsfactor a
en n nog kiezen.

W.G.COCHRAN (zie [30)) heeft grenzen aangegeven voor

de keuze van Vq €0 Vg (het kleinste resp. grootste monster-—
1 > 1
s Yo e
N TR
de kleinste coli-dicdtheid is, die men voor het te onderzoe-—

1 < i =)
volume) en wel V= waarin @ de grootste enf,

ken materiaal mogelijk acht. Afgezien van het feit, dat het
minstens even belangrijk is een benedengrens voor VL en een
bovengrens voor vy ean te geven, kan men aan de door Cochran
aangegeven grenzen geen bijzonder grote waarde toekennen.
Het is een op grond van overwegingen betreffende de nauw-
keurigheid van experimenten met één verdunning en betreffen-
de de kans op een ongedetermineerd resultaat vrij willekeu-
rig gekozen globale regel, waarnaast men met evenveel recht
een groot aantal andere dergelijke regels zou kunnen stellen

De: Zelfde schrijver is zoals wij gezien hebben in 4.2
ult nauwkeurigheidsoverwegingen tot de conclusie gekomen,
dat het aanbeveling verdient met een kleine verdunningsfac—
tor te werken. Dit betekent dat, als vy, €0 Vg eenmaal geko-
zen zijn, men a klein, het aantal verdunningen m groot en
dus n klein zal moeten kiezen. Het is echter tevens van be-
lang rekening te houden met de kans op een ongedetermineerd
resultaat. Deze kans wordt gegeven door:

w(i=i)n

(32) P(g=0ofsemnlol=1T ¢ -+
is SW v a‘— {i”‘a)g\“
+ T (1= )

lef
(waarin s het totale aantal positieve monsters voorstelt).

Men kan nu bi]j gegeven Vg @, M €n n een interval voor
3

bepalen, waarbinnen geldt:
(33)

P{g=0 of samnig] 0,05

Naarmate het interval breder is, is het experiment
uit dit gezichtspunt gunstiger te achten. MATUSZEWSKI, NEY-
MAN en SUPINSKA, van wie deze methode afkomstig is (zie [16].
noemen het door (23) gedefinieerde interval de "range of 95
percent efficacy". Deze range wordt kleiner als a afneem?t
en groter als n toeneemt. Terwijl wij om de nauwkeurigheid

zo groot mogelijk te maken a klein en derhalve n groot zul-
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lem moeten kiezen, leidt de overweging van de kans op een
ongedtermineerd resultaat tot de tegengestelde keuze,

5. Conclusies.

Proeven met verschillende verdunningen.,

5.2

Indien men een proef verricht heeft met verschillende

verdunningen is de aannemeliikste schatting, die men ver-

krijgt door vergelijking (9) op te lossen, de nauwkeurig-

ste puntschatting van de coli-dichtheid. De berekening van
deze schatting 1s vrij bewerkelijk, doch zij is voor een
aantal veel voorkomende gevallen getabelleerd (zie ng)a
Wenst men een interval-schatting, dan is de methode van
Mej. J.SUPINSKA (zie 4.6), die op de aannemelijkste schat-
ting berust, het meeste aan te bevelen. Deze methode is

echter slechts voor één geval veolledig uitgewerkt; het zal
veel werk vergen om met deze methode in andere gevallen be-
tromwbaarheidsintervallen te berekenen. De tweede schatting
van FISHER (zie 3.2) is, indien men beschikt over de "Sta-
tistical tables" van Fisher en Yates, veel minder bewerke-

1iik doch ook minder nauwkeurig dan de aannemeliikste schat-

ting. Op grond van deze methode kan men betrouwbaarheidsin-
tervallen voor de coli-dichtheid aangeven; deze zijn gemak-
kelijker te bepalen maar ook breder dan de betrouwbaarheilds-
intervallen van Mej. J.SUPINSKA. De grafische methoden van
Ir LEEFLANG en Dr Ir HASPERS (zie 3.3 en 3.4) zijn slechts
als oriénterende methcoden te gebruiken zolang men niet aan-—

geeft, hoe men de S-krommenvan Ir Leeflang en de rechten
van Dr Ir Haspers zal aanpassen. Deze methoden zijn zeker
niet nauwkeuriger dan de aannemelijkste schatting en het
staat te bezien of zij sneller tot een resultaat voeren dan
de tweede schattingsmethode van Fisher. Het is vrijwel on-
doenlijk een algemene regel aan te geven, hoe groot men bij
een proef met meerdere verdunningen het aantal verdunningen,
de verdunningsfactor en het aantal monsters per verdunning
moet kiezen. Dit zal van tal van practische overwegingen
afhangen, die van geval tot geval bekeken zullen moeten

‘worden.

Proeven met één verdunning.

De sannemelijkste en tevens nauwkeurigste schatting
van de coli-dichtheid is in de gevallen, waarbij gewerkt
wordt met één verdunning zo gemakkelijk te berekenen, dat

andere schattingen niet in asnmerking komen. Het is tevens
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niet moeilijk om hier betrouwbaarheidsintervallen voor de
coli-dichtheid te bepalen, hoewel men hierover in de litte-
ratuur niets aantreft. Dit onderwerp wordt in ons aanvul-
lend rapport behandeld, De beschouwing betreffende de varia-
tie-coeffici&nt van HALVORSON en ZIEGLER (zie 4.3), stelt
ons in staat een gungtig monster-volume te kiezen, als men
over enige voorkennis van @ beschikt.

Het komt ons voor, dat deze voordelen van het werken
met één verdunning niet voldcende beseft worden. Nagenoeg
alle schrijvers houden zich hoofdzakelijk bezig met de
proeven, waarbij meerdere verdunningen worden gebruikt. De
methode met één verdunning wordt toegepast bij de samen-
stelling van norm-voorschriften voor drinkwater. Dit onder-
werp zal echter in het aanvullend rapport behandeld worden.
In het bijzonder indien men een betrouwbaarheidsinterval
wil bepalen, verdient het werken met één verdunning de voor-
keur. De moeilijkheid van de keuze van net monster-volume
kan opgelost worden doordat men vooraf een globale bepaling
verricht met meerdere verdunningen, waarbij men kan vol-
staan met een eenvoudige schattingsmethode (b.v. de tweede

schatting van Fisher).

Litteratuur en bijlagen.

De nummers tussen vierkante haken zijn verwijzingen
near de hier bijgevoegde litteratuurlijst (Bijlage I). Een
systematisch oversicht van deze litteratuur treft men aan
in Bijlage II. Bijlage II1T bestaet uit een 1lijst van een
asntal owdere artikelen, die niet in dit rapport, noch in
het litteratuuroverizcht van Bijlage 11 verwerkt zijn. Het
betreft hier artikelen die inmiddels door latere publicatie:
achterhaald zijn.

De drie andere bijlagen zijn een memorandum (een kort
oriénterend referaat) over "Enige definities uit de schat-
tingstheorie" (Bijlage IV), een memorandum over "Betrouw-
baarheidsintervallen" (Bijlage V) en een fotocopie van de

crafiek ven Mej. Supinska (Bijlage VI).
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ports Reprint 2697
(1946)

"Water" 22 Aug.'46

Table VITIZ in "Sta

tistical tablegh
van Fisher and Yates

3rd edition
(varvo!g 21 blz 4_)



MATHEMATISCH CENTRUM

AMSTERDAM - 4 - Bijlage I.
Schrijver(s) Titel Tijdschrift,Nr,Pag.
vervolg [26] Oliver and Boyd

(1949)
Toelichting: Bl2,
6 t/m 9

Tabel Bz, 49

[Qf] D.J.Finney The principles of biolo=- Sup.dourn.Roy.Stat.
(1947¢§ gical assay Soc. IX (1947)
46 - T6
{28] Dr Ir J.H.Haspers Grafische bepaling van )
(1949%) het meest waarschijnlijke ;
aantal B-coli in water ) Niet in druk gepu-
) ' . % bliceerde aanteke-
[29} Dr Ir J.HsH%spers Eenvoudige rekenkundige ) ningen bij [251 .
(1949°7) bepaling van het meest )
waarschijnlijke aantal %
Becoll in water )
BQ] W.G.Cochran Estimation of bacterial Biometrics 6 (1950)
(1950) densities by means of the 105 - 116

"most probable number"

31} J.W.Fertig and  The aoolication of statis~ Biometrics 6 (1950)
A.N.,Heller tical techniogues to ser- 127 - 135
(1950) vage treatment processes

Afkortingen uit Litteratuurlijst.
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Jo.Inf,Dis., = Journal of Infectious Diseases
J.Hyg.Camb. = Journal of Hygiene Cambridge
Journ.Bact. = Journal of Bacteriology

Phil.trans.Roy.Soc. = Philisophical Transactions of the Royal Society
of London |

Towa St.Coll.J.of Sc.= Iowa State College Journal of Science

J.Am.Water Works Ass.= Journal of the American Water Works Associatia

Sup.Journ.Roy.Stat.
Soc.

Supplement to the Journal of the Royal Statis-
tical Society

Ind.Journ.Med.Res. Indian Journal of Medical Research.
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Dit overzicht bevat een indeling van de litteratuur voor-
komende in Bijlage I, naar de onderwerpen behandeld in het over-
zichtsrapport, De hieronder voorkomende nummers tussen vierkante
haken corresponderen met de nummers in Bijlage I. De onderstreep-
te nummers corresponderen.met de nummers der paragrafen in het

rapport.

2. Aannemellikste schatting van de coli-dichtheid,

2,1 Verdeling van de aantellen coli-bacterién ver monster:f}},

{103, [303.

Aannemelijkste schatting van de coli-di chtheld (afleiding) s

)
3151, (o1, [30].

Lf-’ ll\D

gLi Enige onmerkln*en betreffende de afleiding van verg.(9)
(waaraan de aannemelijkste schatting voldoet): [5]; (aflei-
ding volgens de inverse methode): [3]

2.5 Berekening van de gannemelijkste schatting: (met behulp van
verg.(9)): (0], [14), [18], [23];

(Hulptebellen): [10], [14], [18);
(Tabellen van 7): [10}, [14);
(Zonder verg.(9)): [13].

2.6 Successieve approximatie der aannemelijkste schatting vol-
gens Tinney (onjuiste methode): [27].

3. Diverse andere schattingen van de coli-dichtheid,

3.1 Schatting van Mac Crady: (13, [2], [8];

3.2 Tweede schattingsmethode van Fisher: [53, 26);

3.3 Grafische methode van Leeflang: [25];

3.4 Grafische methode van Haspers: [28].

4, Nauwkeurigheid van de schattingen.

4.1 Inverse methode: (43;

4.2 Asymptotische formule van Fisher: (5], {91, [18], (30];

4.3 Variatiecoéfficiént van Halvorson en Ziegler voor één ver-
dunning: (11] ;

(Kans op een ongedetermineerd resultsat): [15]).

4.4 Onderzoekingen van Halvorson en Ziegler betreffende de
nauwkeurigheid van de azannemelijkste schatting bi] het ge-
bruik van meerdere verdunningen: (12]).

4.5 Bepeling van betrouwbaarheidsintervallen met behulp van de
tweede schatting van Fisher: [16].

4.6 Bepaling van betrouwbaarheidsintervallen met behulp van de
aannemelijkste schatting: (Experimentele benaderingsmethode):

(1el;
(Suggesties): [20];

Fa)
(Benadering met normale verdeling ven log T): [30].



MATHEMATISCH CENTRUM

AMSTERDAM - 2 = Bi gl

4.7 Enige opmerkingen over de gunstigste ovnzet van

menten: [15), [30), (31];

(Range of 95 vercent efficacy): [16].

Normvoorschriften (komen in het aanvullingsranvort
Lel, L73, 21, [24).
Overzichtsartikelen: [1C], [30].

Tabellen: Zie onder 2.5 en [26j (tweede schatting

)

ter svprake):
van Fisher).
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AMSTERDAM Bijlage I11,
De volgende, over het algemeen oudere
ziin niet in het rapvort opgenomen.

No.Schrijver(s) Titel

Tijdschr.,Jaarg. ;Pag.

1 E.B.Phelvs (1908) A
number of Be-coli from the

results of dilution tests.

2 G.C.Whipple The element of chance in

sanitation

3 WM.F.Stein (1917) Making the B-coli test tell

nor

D

IS o 5 3
4 M.F.Stein (1918)
) vericlogical count in water

and sewage

method for calculating theJAm.J@?ib.Pv” 4

(1908) 141 - 145

Journ. Franklin Inst.

182 (1916) nr 1 en 2

Eng.News-Rec,
(1917) 391

78

A critical study of the bac- Am.J.Pub.Health 8

{(1918) 820 829

5 M.H.Mc Crady C191&J Tables for repid interpretation|The public Health
8f fermentation-tube results|Journal (Canada) S
(19I }l’lO 54
6 M.F.Stein (1919) The numerical interpretation Eq}.xewu'?é (1¢19)

o o

of bacterioclegical tests

7 A.Wolman (1919)
water supplies

8 W.F.Wells (1919%)  The bacteriological
scale and the dilution as a

bacteriological unit

9 W.F.Wells (1919 On a standard system of bac-
teriological dilutions
10 American Public Standard methods for the
Health Association examination of water and
(1920, (1941) sewage

11 P.V.Wells &)(1922) Standard bacterial Index
W.F.Wells )

12 M.F.Stein (1922) The bacteria-coli test. Re-
lation between positive re-—
sults in samples of one and
ten cibic centimeters

13 H.W.Streeter (1933) The bacterial efficiency of

certain intermediate stages
f water treatment
14 Ministry of Health Report of the bacteriologi-

(1934)

cal examination of water—

supply.

1106 - 1109

- . i . .
Index numbers and scoring oﬂJAm@ﬁauer Vorks Ass.

6 (1919) no 3.

dilution Am.Journ.Pub.Health

9 (1919) no 9

Am.Journ.Pub.Health

9 (1919) no 12.

(Boek):

Boston 4th Ed.
Eth Ed

1920
1941
Am.Vater Works Ass.

9 (1¢22) no 3.

and Core
(1922)

Engineering
acting 57
445 — 446

Public
17 20

Works 64 (1933

Min.of Health (1934)

Report no 71
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Afkortingens
Am.Journ.Pub.Hyg. = American Journal of Public Hygiene
Journ. Franklin Inst. = Journal of the Frenklin Institute
Eng.News-Rec. = English News-Record
Am.Journ.Pub.Health = American Journal of Public Health
J.Am.Water Works Ass. = Journal of the American Water Works Asso-

cia%ion

Min.of Health = Ministry of Heazlth
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Bij lage 's

MATHEMATISCH CENTRUM,

2de Boerhaavestr. 49,
Anmsterdam-0,

Statistische Afdeling
S 53 (¥ 21)

Enige definities uit de.echattingstheorie.1)

1. Inleiding.

Een veel voorkomend probleem in de statistiek is het
schatten van één ¢f meer onbekende parameters (b.v. het ge-
middelde of de spreiding) van een overigens bekende waarschijn-
lijkheidsverdeling W, indien een aantal waarﬁemingen gegeven
zijn. Men schat de onbekende parameter dan door een functie
van de waarnemingen. Zijn XqyeevsXy de waarnemingen en zijn
deze onderling onafhankelijk dan kan men b,v, het gemiddelde
van de waarschijnlijkheidsverdeling W schatten door de groot-
heid

~m,
Zm“

o R IS CIPRRE L VI P A

M

dus door het gemiddelde van de waarnemingen., Een dergelijke
schatting geeft in het algemeen niet de werkelijke waarde van
de gezochte parameter, maar een daarbij in de buurt liggende
waarde. Men heeft steeds de keus tussen een aantal verschil-
lende functies van XygeeorX, als schattingen voor dezelfde

- onbekende parameter. Zo kan men b.v, als schatting voor het
gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling ook nemen de
functie |

— %

(2 = LR Wat e T, >
( ) m.bn.-\-\ & * ~ ) Lm.«-\) % LA

Men kiest nu uit deze mogelijkheden naar aanleiding van
de eigenschappen, die de verschillende schattingen bezitten.
Daartoe denkt men zich het experiment vele malen herhaald,
d.,w.z. men onderstelt, dat vele reeksen van onderling onaf-

hankeli jke waarnemingen XqseseX, 2ijn verricht en berekent

n

. voor ieder van deze reeksen de verschillende schattingen.

Van ieder dezer schattingen verkrijgt men zodoende een groot
aantal waarden, waaruit men eigenschappen omtrent de nauw-
keurigheid der verschillende schattingen kan afleiden. In

- mathematische formulering komt dit daarop neer, dat men ieder

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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der waarnemingen XqgeergXy beschouwt als een stochastische groot-
heid1), die verdeeld is volgens de waarschijnlijkheidsverdeling '/,
waarvan de onbekende parameter geschat moet worden. Deze stochasti-
sche grootheden XqseeosX, zijn, indien de waarnemingen onafhankeli jk
zijn, bovendien onafhankelijk verdeeld, alle volgens dese zelfde
waarschijnlijkheidsverdeling ¥, Wij beperken ons tot de schatting
van één onbekende parameter van ¥, die wij met o angeven en laten
het geval van de gezamenlijke schatting van verschillende parameters
buiten beschouwing.

De schatting van B uit n waarnemingen X,,...,X, geven we aan met

(3) Qn ":u'\f\.&?_c.xsa—.,"bcn\

daer u . een functie van X,,...,X

n is en dus zelf ook een weaerschijn-

lijkheidsverdeling bezit,

De definities van enkele eigenschappen uit de schattingstheorie
geven wij eerst in populaire vorm en vervolgens (in § 3) in streng
mathematische vorn.

2. Definities {(populair).

2)

2) u, van een parameter ® heet zuiver®’, indien

A. Fen schatting

het gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling van W gelijk aan
6 is.

Voorbeelden: De door (1) en (2) gegeven schattingen van het gemid-
delde van de waarschijnlijkheidsverdeling ¥ zijn beide zuivere

schattingen. De schatting
' ~

(4) $ = = T (xi- =)

. -— L
v=l

%

waarin x het door (1) gegeven gemiddelde der waarnemingen voorstelt,
is een zuivere schatting van de variantie (het spreidingskwadraat)
van W,

B, Een schat*\:'l:ing,u,,1 van 8 heet asymptotisch zuiver3), indien het
gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling van U, ¥oor n - oo

tot © nadert.

1) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een waarschijn-
lijkheidsverdeling bezity wij geven een dergelijke grootheid aan
door onderstreepte lettver, terwijl niet onderstreepte letters ge-
wone algebraische grootheden of door stochastische grootheden aan~
genomen waarden voorstellen,

2) Engels: "estimate" resp. "unbiased”. De vertaling der termen is
van Prof. Dr D,van Dantzig; zie de litteratuurverwijzing aan het
einde van dit memorandum,

3) Engels: "asymptotically unbiased'".
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Voorbeeld:

|
™32

r
"
-

2 X

™ xL -~ ).
(5) § = A (""" ?’c"‘\
is een voor eindige n onzuivere, maar asymptotisch zuivere, schat-
ting van de variantie van W,

C. Een schatting u van 8 heet bruikbaar')
het verrichten van een voldoende groot aantal waarneningen kan zor-
gen dat, op een willekeurig kleine gegeven waarschiiniijkheid na,
het verschil tussen de gevonden waarde van u, en de gezochte waarde

, indien men, door .

O xleiner is dan een willekeurig klein gegeven getal. Anders uitge-

drukt: indien men, op een willekeurig kleine waarschijnlijkheid na,
iedere gewenste nauwkeurigheid kan bereiken door n voldoende groot
te kiezen,

Voorbeeld: Vrijwel alle gebruikelijke schattingen zijn bruikbaar.,
De door (1) gegeven schatting van het gemiddelde van W gaat b.v,
in een niet bruikbare schatting over, indien wij de factor % ver-
vangen door %ﬁ. Bij een toenemend aantal waarnemingen zal dan de
schatting vrijwel zeker vlak bij de helft van het gemiddelde te-
recht komen.

D. Een schatting u -ven O heet de doeltreffendste2>
van O indienzij zuiver is en bovendien van alle zuivere schattingen

de kleinste spreiding bezit.

schatting

Voorbeeld: De door (1) gegeven schatting van het gemiddelde van
W is, als ¥ een normale waarschijnlijkheidsverdeling is, de doel~
treffendste schatting van het gemiddelde.

E. Een schatting u, van B heet een asymptotisch meest doeltreffen-

de3), indien zij bruikbaar is en onder alle bruikbare schattingen

voor n—>co de kleinste spreiding bezit.

Voorbeeld: de schatting (5) is evenals (4) een asymptotisch meest
doeltreffende schatting van de variantie van "7, indien ¥ een norma-
le waarschijnlijkheidsverdeling isa Dcarenmtegen voldoct (4) wel, maar
(5) niet can do definitic D. .

1) Engels: "consistent".

2) Engels: "most efficient estimate". Deze naam wordt ook vaak gege-
ven aan de onder E genoemde schattingen,

3) Engels: "asymptotically most efficient estimate”., Vgl. ook
voetnoot 2) van deze pagina,
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. F, Een schatting_gn van 8 heet de aannemelijkste schatting1) van
8 , indien de waarschijnlijkheid, of bij continue 7 de waarschijn-
lijkheidsdichtheid van het gevonden resultaat (d.i. van de gevonden

waarneilingen x1,...,x“) maximaal wordt bij substitutie van u_ voor 6 .,

Voorbeeld: Indien onder n woroen met een munt a maal kruis voor-
komt, is a/n de aannemelijkste schatting van de¢ kans opn Xkruis,

Opmerking: In de volgende paragraaf worden deze definities gepre-

ciseerd en nog een enkele verdere definitie toegevoegd, Verder wor-
den enkele eigenschappen verumeld.

3. Precisering van de definities.

2ij P(x/8 ) de verdelingsfunctie en f(x/0 ), indien deze bestaat,

W met de onbekende parameter 0 .

de waarschijnlijkheidsdichtheid van de waarschijnlijkheidsverdeling
Zij verder

(6) %l = [l d Flala) = { gy flacle)ane
. Dan is: ° Tee

A. u een zuivere schatting van O , indien geldt:
(1)

%at_‘.'-m.':'e

B. u, een asymptotisch zuivere schatting van B8, indien geldtj
(8)

"Q}vw\, %SLJ:M' =0

M ~>en
C. w, een bruikbare schatting ven © , indien veor iedere £ 0
geldt:
m - on

D. u, de doeltreffendeste schatting van 8 , indien w, aan (7) veol-
doet en

2)
is voor iedere v, , waarvoor (7) gelat.

N

E, u, een asymptotisch doeltreffendste schatting van 8 , indien
u, aan (9) voldoet, terwijl voor iedere

¥,, die aan (9) voldoet geldt:
1) Engels: "maximum likelihood estimate”, Dit begrip is afkomstig

uit de theorie der aannemelijkste schattingen van R.A.Fisher.

2) Gé\\ybs\g :L‘ie {\Vk’éﬁ-)“ %a‘\’t“)%m] '
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(11) Liwn 225 <a
My T ()

fender dan«, cls sehatting ven 6, indicn (10) reep. (11) zoldt met
het kleincr-teken.

Dt, E', Men noemt u, doeltreffender resp. asymptotisch doeltref-

Men noemt de grootheid:
i

(12) Limm ng(!“)

Mot T )

de asymptotische doeltreffendheid1) van V., indien u, een asymptoti-

sch meest doeltreffende schatting van 8 is,

F, De aannemelijkheide)

van het stelsel waarnemingen X,,...,X,
wordt gedefinieerd door

(\(L .
L=\
of, indien W een discontinue waarschijnlijkheidsverdeling is, door:
¥ M :
(14) L'e T 2 Placi = =1\8]

3% ve l
f en R 'worden in de theorie der aannemelijkste schattingen be-
schouwd als functies van & en de aannemelijkste schatting u, van 8 ,
bij gegevgn X1”"’Xn’ wordt gedefinieerd als die waarde van e,

% . .
waarvoor R resp. een absoluut maximum bezitten.

Enkele eigenschappen.
Een bruikbare schatting is altijd asymptotisch zuiver.

Een zuivere schatting is bruikbaar, indien geldt:

(15) Row T, (um) =0 3)

M -5
Onder vrij algemene voorwaarden geldt, dat de aannemelijkste
schatting bruikbaar en asymptotisch meest doeltreffend is, Eén van de
voorwaarden, waaronder deze stelling bewezen is, is, dat ¥ een con-
tinue waarschijnlijkheidsverdeling is.

Litteratuur: D,van Dantzig, Kadercursus lMathematische Statistiek,
Mathematisch Centrum, Amsterdam 1946--1950, Hoofdstuic 4.

" 1) Engels: “efficiency“; ook in het Nederlands laat men de toevoe-
ging "asymptotisch'meestal weg.

2) PBEngels: "likelihood function® of "likelihood",

3) Deze voorwaarde is voldoende, maar niet noodzakelijk.
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S47(M18)
Betrouwbaarheidsintervallen (algemeen).l)
Z21j X een stochastische grootheid, die een verdelingsfunctie

bezit die, op een onbekende parameter & na, geheel bekend is
( @ kan bv. het gemiddelde van X zijn, of de spreiding of
iets dergelijks), dan kan men de vraag stellen uit een aantal
waarnemingen van X% een schatting voor & af te leiden.

Een betrouwtaarheidsinterval ¢ voor ¢ is een interval,
waarvan de grenzen afhankelijk zijn van de waarnemingen %, ,...,
%. van X , en dat de eigenschap bezit, behoudens een zekere
gegeven onbetrouwbaarheid:a , de juiste waarde van- & +te bevatten.
Dit betekent, dat bij een serie bepalingen van betrouwbaarheids-
intervallen slechts in ongeveer een fractie <X van deze gevallen

het intervald zo zal uitvallen, dat het ¢ niet bevat. Hierbi}
is dus 6 constant en het intervalcﬁ’veranderlijk (en wel sto-
cdrastisch). Hierin ligt het grote verschil met een zgn. voor-
spellingsinterval, d.i. een gegecven vast interval, waar een
stochastisch punt met een zekere waarschijnlijkheid in valt.

v Het algemene principe ter bepaling van een betrouwbaarheids=
interval is het volgende: zij 9réen toets voor de hypothese
é’==5i (vgl.S47(M6)), dan is & de verzameling van die waarden

é}, die bij toepassing van 7op grond van de gevonden waarne-
mingen % ,...., %, niet voor verwerping in aanmerking komen.
IS'S7Jtoegepast met- een onbetrouwbaarheidsdrempel o, dan is dit
ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouwbaarheidsinter-
val.

Litteratuur:

M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, London 1946,
deel II, p.62-84.

A.M. Mood, Introduction to the theory of Statistics, London
1950, p.220.

J. ¥avman, First course in probability and statistics, N.Y.1950.

——p v —— — —

1) Dit memoranaum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Notice.—The two horizontal scales in the diagram are those of X', the
maximum likelihood extimate of A as read up from the table of Halvorson and
Ziegler. The vertical xcale, given in steps, refers to the ends of confidence
intervals. To obtain the confidence interval corresponding to any wiven v alue
of X find this value of A" in the two horizontal scales and connect ti corre-
sponding points by a straight line. The points of intersection «! rhe xame
with the two parabole will determine the confidence interval required. «.g. if
X = 2:25, then the confidence interval will extend from A 1+ to about

A= 43.

.



